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:1تمرین
ABCDھرما قاعدتھ متوازي الأضلاعSABCDلیكن

]منتصفي القطعتینJوIو لتكن ]SBو[ ]SC.على التوالي
)ین أنب)1 ) ( )AD IJP

)أثبت أن)2 ) ( )IJ ADSP

)1الجواب
]منتصفIلدینا: SBCفي المثلث ]SBوJمنتصف[ ]SC

),اذن ) ( )IJ BCP.
)متوازي أضلاع اذنABCDو لدینا ) ( )BC ADPو منھ ان( ) ( )AD IJP)1(

)لدینا )A ADSÎو( )D ADSÎإذن( ) ( )AD ADSÌ)2(

)ن:)  نستنتج أ2) و(1من( ) ( )IJ ADSP

]منتصف القطعةIرباعي أوجھ و لتكنABCDلیكن:2تمرین ]AC

]منتصف القطعةJو ]AB وKعةمنتصف القط[ ]AD

أنشئ شكلا مناسبا.)1
))بین أن2 ) ( )BCD IJKP

)1الجواب

]منتصف IلدیناABC)في المثلث 2 ]AC وJمنتصف[ ]AB اذن

( ) ( )IJ BCP

]منتصف ABD:Kو لدینا في المثلث  ]AD وJمنتصف[ ]AB اذن

( ) ( )JK BDP

)و لدینا : ) ( )IJ BCPو( ) ( )BC BCDÌ إذن( ) ( )IJ BCDP)1(
)و لدینا : ) ( )JK BDPو( ) ( )BD BCDÌ إذن( ) ( )JK BCDP)2(

)و لدینا : ) ( ) { }IJ JK JÇ =)3(

)و لدینا : ) ( )IJ IJKÌ و( ) ( )JK IJKÌ)4(
))  نستنتج أن:4) و(3)  و(2) و(1إذن( ) ( )BCD IJKP

BDرباعي أوجھ حیث :ABCDلیكن:3تمرین DC=و لتكنI
]منتصف القطعة ]ABوJمنتصف القطعة[ ]AC وK منتصف

]القطعة ]BC
أنشئ شكلا مناسبا.)1
)بین أن)2 ) ( )DK IJ^

)1الجواب
منتصف IلدیناABCفي المثلث 
[ ]AB وJمنتصف[ ]AC اذن

( ) ( )IJ BCP)1(
BCDو في المثلث 

BDلدینا DC=وK منتصف
]القطعة ]BC: اذن( ) ( )DK BC^)2(

))  نستنتج أن:2) و(1من( ) ( )DK IJ^

]شبھ منحرف قطراه ABCDلیكن:4تمرین ]ACو[ ]BD یتقاطعان

)نقطة من الفضاء لا تنتمي إلى المستوىS. لتكنIفي )ABC بحیث
)یكون ) ( )SI ABC^

)حدد تقاطع المستویین )1 )SACو( )SBD وحدد تقاطع المستویین

( )SABو( )SDC.

)تحقق أن )2 ) ( )SI AB^وبین أن المستویین( )SACو( )ABC.متعامدان
قائم ABCنفترض أن المثلث)3

3SIو أنBالزاویة في =
,1

4
BC =,2AB =,3CD =.

SABCDأحسب حجم الھرم.
لدینا أ))1الجواب

( ) ( )SAC SBD¹لأن النقطS ,
A,B,CوD.غیر مستوائیة

)لدینا:  )S SACÎ

)و )S SBDÎ

)و لدینا  )I ACÎ و

( ) ( )AC SACÌإذن( )I SACÎ

)و لدینا   )I BDÎ و( ) ( )BD SBDÌإذن( )I SBDÎ

)إذن المستویان  )SAC و( )SBD یشتركان في النقطتینS وI .
)إذن ) ( ) ( )SAC SBD IS=I

)ب)لدینا  )S SABÎ و( )S SDCÎ
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)و لدینا   ) ( )AB SABÌ و( ) ( )DC SDCÌ و( ) ( )DC ABP.

)إذن  )SAB و( )SDC یتقاطعان في مستقیم یمر منS و یوازي
)المستقیمین  )AB و( )DC.حسب مبرھنة السقف.

))أ)لدینا 2 ) ( )SI ABC^ و( ) ( )AB ABCÌ.
)إذن  ) ( )SI AB^

)نا ب)لدی ) ( )SI SACÌ و( ) ( )SI AC^

)إذن ) ( )SI ABC^ و منھ فان( ) ( )ABC SAC^

3(( ) ( )( )AB BC^ و منھ مساحة شبھ المنحرفABCD

)ھي: ) ( ) 13 2 54
2 2 8

DC AB BC
S

+ ´+ ´
= = =

)ھو:SABCD)ومنھ حجم الھرمBCھو (لأن ارتفاعھ )1
3

V S SI= × ´

1أي:  5 53
3 8 8

V æ ö= × × =ç ÷
è ø

مكعبا في الفضاء.ABCDEFGHلیكن:5تمرین
]منتصفي القطعتینJوIلتكن ]BCو[ ]FG.على التوالي

)بین أن)1 ) ( )IJ HFBP

)بین أن )2 ) ( ) ( )HFB EJ PQ=I

)حیث ) ( ) { }HF EJ P=I

)و ) ( ) { }AI BD Q=I

)بین أن)3 ) ( )PQ FBP

]منتصفIلدینا)1الجواب ]BCوJمنتصف[ ]FG و

)لدینا ) ( )BF IJPو بما أن( ) ( )BF HFBÌ فان( ) ( )IJ HFBP و
ھذا ھو المطلوب.

))لدینا2 ) ( )EJ EIJÌو( ) ( )AI EIJÌلأن)( ) ( )AE IJP و منھ
نقط استوائیة)Jو A,I,Eالنقط
)إذن )P EIJÎو( )Q EIJÎ )( )Q AIÎو( )P EJÎ و ھذا (

)یعني أن  ) ( )PQ EIJÌ)1من جھة أخرى لدینا (( ) ( )HF HFBÌ و

( ) ( )BD HFDÌلأن)( ) ( )DH BFPومنھ النقطD,HوF.(مستوائیة

)إذن )P HFDÎو( )Q HFDÎ و ھذا یعني أن

( ) ( )PQ HFDÌ)2بما أن (( ) ( )HFD EIJ¹) 2) و (1فان (من ( (

( ) ( ) ( )HFD EIJ PQ=I

))لدینا3 ) ( )BF IJPو( ) ( )IJ EIJÌو( ) ( )BF HFDÌ

)و ) ( ) ( )HFD EIJ PQ=Iإذن( ) ( )PQ FBP.

]منتصف القطعةIرباعي أوجھ و لتكنABCDلیكن:6تمرین ]BC
.Dبالنسبة للنقطةBمماثلة¢Bو
أنشئ شكلا مناسبا.)1

)بین أن)2 ) ( )CB AID¢ P

)طع المستویینحدد تقا)3 )AIDو( )AB C¢.

)1الجواب:

]منتصف القطعةI)لدینا ن2 ]BCوB¢مماثلةBبالنسبة للنقطةD.

]منتصفDإذن  ]BB¢

)و منھ  ) ( )ID B C¢P و لدینا( ) ( )ID AIDÌ

)إذن  ) ( )CB AID¢ P

))لدینا 3 )A AIDÎ و( )A AB C¢Î و( ) ( )AID AB C¢¹

)إذن المستویین  )AID و( )AB C¢ یتقاطعان في مستقیم یمر منA.
)و بما أن  ) ( )ID AIDÌ و( ) ( )B C AB C¢ ¢Ì.

)و أن  ) ( )B C ID¢ P

)فان المستویین  )AID و( )AB C¢ یتقاطعان في مستقیم یمر منA و یوازي

( )B C¢ و( )ID.

مكعبا .ABCDEFGHلیكن:7تمرین
]منتصفات القطعKوI ,Jلتكن ]AB,[ ]EFو[ ]GH.على التوالي

مستوائیة.KوB ,C,Jبین أن النقط)1
KوI ,B,Hبین أن )2

مستوائیة.
)بین أن)3 ) ( )IH KBP.

)استنتج أن )4 ) ( )IH JKCP.

]منتصف Iلدینا EFGHفي المربع )1الجواب ]AB وK

]منتصف ]GH إذن( ) ( ) ( )EH JK FGP P

)و نعلم أن  ) ( )FG BCP إذن( ) ( )JK BCP

مستوائیة.KوB ,C,Jو منھ فان النقط 
))لدینا 2 ) ( )AB EFP و( ) ( )EF HGP إذن( ) ( )AB HGP و منھ فان

مستوائیة.HوA ,B,Gالنقط  
]و لدینا  ]I ABÎ و[ ]K HGÎ.

مستوائیة.KوI ,B,Hإذن النقط 
3(AB HG= وI منتصف[ ]AB وKمنتصف[ ]GH إذن

IB HK=.
)و نعلم أن  ) ( )IB HKP

)متوازي أضلاع و منھ فان IBKHإذن الرباعي  ) ( )IH KBP
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ستوائیة.مIوB,C)لدینا النقط 4
)و لدینا  ) ( )BK JCKÌ و( ) ( )IH BKP

)إذن ) ( )IH JKCP.

ABCDAلیكن:8تمرین B C D¢ ¢ ¢ متوازي مستطیلات.¢
AوABCDمركزي المستطیلین¢OوOو لتكن B C D¢ ¢ ¢ على التوالي.¢

أنشئ شكلا مناسبا.)1
مستوائیة.¢CوA ,A¢,Cبین أن النقط)2

مستوائیة.¢DوB ,B¢,Dبین أن 
)بین أن )3 ) ( ) ( )AA C BB D OO¢ ¢ ¢=I

)بین أن)4 ) ( ) ( )OO AA BB¢ ¢ ¢P P و( ) ( ) ( )OO CC DD¢ ¢ ¢P P.

)1الجواب

AA)في المستطیل 2 B B¢ )لدینا ¢ ) ( )AA BB¢ ¢P)1(

BBفي المستطیل  CC¢ )لدینا ¢ ) ( )BB CC¢ ¢P)2(

)) نستنتج أن 2) و (1من ( ) ( )AA CC¢ ¢P

مستوائیة.¢CوA ,A¢,Cو منھ فان النقط
)و بنفس الطریقة نبین أن: ) ( )BB DD¢ ¢P و منھ فان النقطB ,B¢,D

مستوائیة.¢Dو
)إذنABCDمركز المستطیلO)لدینا3 )O BDÎ و

)منھ )O BB D¢ÎوO¢مركز المستطیلA B C D¢ ¢ ¢ )إذن¢ )O B D¢ ¢ ¢Î و

)منھ )O BB D¢ ¢Î
)ادن ) ( )OO BB D¢ ¢Ì)a(

)اذنABCDمركز المستطیلOلدینا )O ACÎو منھ( )O AA C¢Î

Aمركز المستطیل¢Oو B C D¢ ¢ ¢ )إذن¢ )O A C¢ ¢ ¢Î و

)منھ )O AA C¢ ¢ ¢Î
)إذن ) ( )OO AA C¢ ¢Ì)b(

)و لدینا ) ( )AA C BB D¢ ¢¹)A ,A¢,B ,B¢,CوD نقط غیر
).ةمستوائی
)) نستنتج أن:b) و(aو منھ( ) ( ) ( )AA C BB D OO¢ ¢ ¢=I ھذا ھو

المطلوب
))لدینا 4 ) ( )BB AA¢ ¢P و( ) ( )AA AA C¢ ¢Ì و( ) ( )BB BB D¢ ¢Ì
)و ) ( ) ( )AA C BB D OO¢ ¢ ¢=I

)إذن  ) ( ) ( )OO AA BB¢ ¢ ¢P P

و بنفس الطریقة:
( ) ( )DD CC¢ ¢¢P و( ) ( )DD BB D¢ ¢Ì و( ) ( )CC ACC¢ ¢Ì

)و  ) ( ) ( )ACC BB D OO¢ ¢ ¢=I

)إذن ) ( ) ( )OO CC DD¢ ¢ ¢P P.

نقطة من الفضاء حیث: Eمربعا وABCDلیكن:9تمرین
( ) ( )AE ABC^

]قطعمنتصفات الKوI ,Jالنقط ]EB,[ ]ABو[ ]DC
)بین أن)1 ) ( )IJ ADEP.

)بین أن ) ( )IJK ADEP.

)بین أن)2 ) ( )JK ABEP.
حدد تقاطع المستویین )3

( )ABEو( )AIK.

ABEلدینا في المثلث )1الجواب
I منتصف[ ]EB وJ

]منتصف ]AB اذن( ) ( )IJ AEP

)و لدینا  ) ( )AE ADEÌ

)إذن  ) ( )IJ ADEP)1(
و منھ المطلوب.

]منتصفKلدینا  ]DC

)إذن  ) ( ) ( )JK AD BCP P

)و ) ( )AD ADEÌاذن( ) ( )JK ADEP)2(
))  نستنتج أن:2) و(1إذن( ) ( )JIK ADEP

و منھ المطلوب.
))لدینا 2 ) ( )AE ABC^

)و ) ( )JK ABCÌ إذن( ) ( )AE JK^

)و لدینا  ) ( )JK ADP و( ) ( )AD AB^

)إذن  ) ( )JK ABP

)و منھ فان  )JK عمودي على مستقیمین متقاطعین ھما( )AB و( )AE

)ضمن المستوى  )ABE
)إذن  ) ( )JK ABE^

))لدینا3 ) ( )AIK ABE¹)( )E ABCÏ(
)لدینا  )A ABEÎ و( )A AIKÎ

)و ) ( )EB ABEÌ إذن( )I ABEÎ لأن)( )I EBÎ(
)لدینا  )I AIKÎ

)و منھ ) ( ) ( )AIK ABE AI=I.
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تمارین للبحث
)مربعان بحیثABEFوABCDلیكن:1تمرین  )ADعمودي على( )AF.

)على المستقیمIالمسقط العمودي للنقطةHالتوالي.على ABEFو ABCDمركزي المربعینJو Iلتكن )AB
)بین أن)4 ) ( )AD ABE^

)استنتج أن ) ( )IH ABE^

)حدد تقاطع المستویین)5 )ACEو( )BDF.
)بین أن)6 ) ( )BCE IJHP.

)aأحسب بدلالة )7 )a AD=حجم رباعي الأوجھIAJB.

)رباعي أوجھ بحیث یكونADIBلیكن:2تمرین  )ADا على المستوىعمودی( )DIBو لتكنEوFمنتصفي القطعتین

[ ]DI و[ ]DBعلى التوالي

)بین أن)1 ) ( )IB AEFP.

)حدد تقاطع المستویین)2 )AIBو( )AEF.

)حدد تقاطع المستویین)3 )ABEو( )AIF.
)بین أن)4 ) ( )EB AD^.

)رباعي أوجھ بحیث یكونABCDلیكن:3تمرین  )ABلمستوىعمودیا على ا( )BCD وCB CD=أنظر الشكل. لتكنIوJ منتصفي
]القطعتین ]AD و[ ]BDعلى التوالي

)حدد تقاطع المستویین)1 )ABDو( )CIJ.
)بین أن)2 ) ( )IJ ABCP.

)حدد تقاطع المستویین )ABCو( )CIJ.
)بین أن)3 ) ( )CJ ABD^ وحدد طبیعة المثلث.CIJ.

مثلث قائم الزاویة ADCھرما بحیث ABCDEلیكن:4تمرین 
مربع (أنظر الشكل).BCDEو الرباعيDفي
)حدد المستقیم)4 )D تقاطع المستویین( )ACDو( )ABE.

)حدد المستقیم)5 )¢Dتقاطع المستویین( )AEDو( )ABC.

)بین أن)6 ) ( )P EBC^.

)لیكن)7 )Pالمستوى المحدد بالمستقیمین( )Dو( )¢D
)بین أن)أ ) ( )P EBCP.

)استنتج أن )ب ) ( )P AEDP.
مكعبا.ABCDEFGHلیكن:5تمرین 

)بین أن:)1 ) ( )EF ABHP

)بین أن)2 ) ( )ABH CEF^.

]القطعة منتصفIلتكن)3 ]BF أثبت أن المستقیم .( )IHیخترق المستوى( )ABC.

.ABCDو قاعدتھIحجم الھرم الذي رأسھ 3cm,أحسب ب ABCDEFGHطول الحرف المكعب2cmلیكن )4

« c’est en forgeant que l’on devient forgeron » dit un proverbe.
c’est en s’entraînant régulièrement aux calculs et exercices que l’on devient un mathématicien


